Punto 5 Distribuzione dei rendimenti
IMPORTANTE: Il rendimento di un titolo è una variabile casuale. Pertanto, per studiare le proprietà della sua distribuzione è necessario calcolare i momenti di detta variabile casuale. Per i nostri fini faremo riferimento solo ai primi quattro momenti dei rendimenti (logaritmici).
Nell’ipotesi che si reputi che i rendimenti empirici siano approssimativamente distribuiti in modo Normale. Infatti:
Il paradigma adottato in finanza è la distribuzione gaussiana.
Consideriamo la serie storica dei log rendimenti giornalieri del FTSEMIB
Importante: Pertanto, solo a giudicare dalla serie storica dei rendimenti, è molto difficile dire se siamo in presenza di  un mercato in fase di rally (boom), o di un  mercato che presenta una riduzione (crash).
Quello che però emerge dall’esame dei grafici è la non stazionarietà per la serie storica dei prezzi e una certa  stazionarietà della serie storica dei  rendimenti.
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	Periodo settembre 2016 – settembre 2018
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Periodo 2 gennaio 2017 – 20 settembre 2019

Ora abbiamo un quadro molto diverso di quello che sta succedendo. Ci sono  periodi di calma e periodi di forte variazione nei rendimenti giornalieri.


DISTRIBUZIONE DEI RENDIMENTI
Abbiamo le tre seguenti possibilità:
1. Istogramma                                       2) Stima non parametrica (Kernel)
[image: ] [image: ]


3) Stima parametrica
Distribuzione Gaussiana o normale
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L'istogramma della densità di questa serie di log rendimenti mostrano che ha un picco alto e code pesanti. Si vede anche  l'adattamento ad una distribuzione normale , ovviamente  un cosa che ci viene subito in mente è di accantonare l’impiego delle  distribuzioni normali per i dati finanziari.
La forma non è buona, ma il vero problema è che gli eventi nelle code sono fortemente sottostimati con l'ipotesi normale.


Densità di frequenza per r_FTSMIB ( Periodo 2 gennaio 2017 – 20 settembre 2019) utilizzando 41 intervalli)
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STATISTICHE DESCRITTIVE DEI RENDIMENTI

Riguardo alla distribuzione di frequenza dei log rendimenti è utile calcolare le statistiche descrittive

Utilizzando GRETL o Excel si possono ottenere i cosiddetti summary, cioè l’insieme delle statistiche descrittive. Qui sotto riportiamo per i log rendimenti percentuali di 5 titoli i risultati ottenuti con Gretl.



Statistiche descrittive, usando le osservazioni 2007:01 - 2015:07


	Statistiche descrittive
	r_ AAPL %
	r_ MSFT %
	r_ BAC%
	r_SP500%
	TB3MS%

	Media
	2.3094
	0.6023
	-0.8994
	0.3729
	0.7280

	Mediana
	3.1152
	1.5498
	-0.0561
	1.0809
	0.0900

	Minimo
	-39.9820
	-17.8360
	-76.0720
	-18.5640
	0.0100

	Massimo
	21.3260
	22.2740
	54.8890
	10.2310
	5.0300

	Dev. Std. (s.q.m)
	9.7642
	7.2616
	16.1120
	4.6338
	1.4283

	Coeff. di variazione
	4.2281
	12.0560
	17.9140
	12.4270
	1.9621

	Asimmetria
	-1.3897
	-0.0712
	-1.0304
	-0.9797
	2.0964

	Curtosi (in eccesso)
	4.6176
	0.4782
	5.5629
	2.0412
	2.9403

	Quartili
	

	Q1 (r25%)
	-2.1216
	-3.781
	-6.8768
	-1.881
	0.04

	Q2 (r50%) = Mediana
	3.1152
	1.5498
	-0.056055
	1.0809
	0.09

	Q3 (r75%)
	8.0746
	5.3113
	6.8175
	3.3532
	0.18



	Variabile
	r_ AAPL %
	r_ MSFT %
	r_ BAC%
	r_SP500%
	TB3MS%

	5% Perc.
	-12.4980
	-12.6180
	-32.7770
	-8.8947
	0.0200

	95% Perc.
	17.1100
	12.8840
	22.7570
	7.0771
	4.8020

	Range interquartile
	10.1960
	9.0923
	13.6940
	5.2342
	0.1400



Le principali caratteristiche della distribuzione dei rendimenti
	NOME
	MOMENTO
	NOME COMUNE
	CARATTERISTICA
	PREFERENZE

	Media
	Primo
	Rendimento atteso
	Punto di equilibrio dell'area sotto la distribuzione
	Valori più alti con i momenti più alti costanti

	Scarto quadratico medio (varianza)
	Secondo
	Volatilità
	Misura della larghezza (dispersione)
	Valori più bassi per soddisfare il requisito

	Asimmetria
	Terzo
	Coda spessa
	Misura di simmetria
	Indice positivo

	Curtosi
	Quarto
	Coda spessa
	Misura della forma, altezza o appiattimento
	Negativo downside, positivo upside (nota: la curtosi per una distribuzione normale è uguale a 3)



Soffermiamoci sul momento terzo (Asimmetria) e sul momento quarto (Curtosi)
sk (Skewness) Asimmetria (vedi formula 3.8 a pag. 97) misura l'asimmetria della distribuzione. Un investitore avverso al rischio non ama un'asimmetria negativa. Una distribuzione con asimmetria positiva ha più rendimenti lontano alla destra del suo rendimento medio, come illustrato di seguito.

La simmetria o asimmetria può essere individuata utilizzando un opportuno indice statistico, appunto un indice di asimmetria. L’indice di asimmetria più diffuso è il cosiddetto indice di skewness. Data una serie di rendimenti rt con t = 1, 2, . . . , T , l’indice di asimmetria è dato dal rapporto tra il momento centrale di ordine 3 e la potenza terza dello scarto quadratico.


											




Dove:   è la stima del momento centrale di ordine 3[footnoteRef:1] :            [1:  Il generico momento centrale di ordine v è dato da .] 


L’indice di asimmetria può anche scriversi:

										 


Se sk = 0 (e ciò si verifica se = 0) la distribuzione è simmetrica, in caso contrario si parla di distribuzione asimmetrica. L’asimmetria può essere positiva oppure negativa. 

L’asimmetria è negativa se sk < 0 (< 0). In tal caso la distribuzione dei valori del fenomeno (in questo caso i rendimenti) tende ad allungarsi verso la coda sinistra, ovvero in un intorno di μ. Un esempio di distribuzione negativamente asimmetrica (o asimmetrica a sinistra) è riportato in Figura 3‑4 (pannello di sinistra). In questo caso sia la moda che la mediana della distribuzione sono maggiori della media. Il numero di osservazioni con un valore superiore alla media è maggiore del numero di osservazioni con un valore inferiore.

L’asimmetria è positiva se sk > 0, o anche se > 0 [footnoteRef:2]. La positività implica che la distribuzione dei valori del fenomeno (in questo caso i rendimenti) tende ad allungarsi verso la coda destra. Un esempio di distribuzione positivamente asimmetrica (o asimmetrica a destra) è riportato in Figura 3‑4 (pannello di destra). [2:  Infatti  non può mai essere negativo.] 

[bookmark: _Ref389510800]Figura 3‑4 Esempio di distribuzione con asimmetria negativa (pannello di sinistra) e con asimmetria positiva (pannello di destra)  e sovrapposta una distribuzione normale
[image: ]


 Da questa si evince che la moda della distribuzione è minore della media. Inoltre, caratteristica di ogni distribuzione asimmetrica a destra è la differenza tra media e mediana (o valore centrale), precisamente la mediana è minore della media. Ciò implica che il numero di osservazioni con un valore inferiore alla media è maggiore del numero di osservazioni con un valore superiore (nelle distribuzioni simmetriche essi coincidono).
Infine, segnaliamo che, diversi studiosi[footnoteRef:3] hanno dimostrato che c’è un limite superiore al suo valore assoluto, [3:  Kox N.J., Speaking Stata: The limits of sample skewness and kurtosis, The Stata Journal ,2010, 10, Number 3, pp. 482–495] 




L’indice convenzionale di simmetria sk è altamente sensibile a valori molto lontani dalla media (i cosiddetti valori anomali). Infatti, nel caso che esista un rendimento molto basso (molto alto), questo può influenzare l’indice di asimmetria sk rendendolo negativo (positivo) indipendentemente dalla forma della distribuzione. Si pone quindi la necessità di considerare indici di asimmetria che non risentano della presenza di valori atipici.


         

ku (kurtosis) Curtosi misura il grado coda-spessa di una distribuzione. Un investitore avverso al rischio preferisce una distribuzione con curtosi bassa (cioè rendimenti non lontano dalla media). Una distribuzione con curtosi positiva presenta un picco nella zona della media e code grasse (fat tails) rispetto a una distribuzione normale. Una distribuzione normale ha un eccesso di curtosi uguale a 0. 





Dove  è il momento centrale di ordine 4,



L’indice di curtosi può anche scriversi:


									            (3.10) 


Nel modello gaussiano ku = 3. Valori dell’indice inferiori a 3 sono indicativi di una distribuzione iponormale (platicurtica), ovvero con i valori centrali, quelli intorno alla media, e valori estremi, quelli lontani dalla media, meno frequenti rispetto al modello normale. Valori dell’indice superiori a tre sono indicativi di una distribuzione ipernormale (leptocurtica), ovvero con i valori centrali e valori estremi più frequenti rispetto al modello normale. In alternativa al coefficiente ku, si può utilizzare il seguente indice “centrato”:
[image: ]											(3.11)
Che assume valore nullo in presenza di una variabile normale. Ovviamente:
kue<0 se la variabile è iponormale
kue>0 se la variabile è ipernormale
L’indice kue viene denominato “Eccesso di kurtosi”. Ne consegue che una distribuzione normale ha un eccesso di curtosi uguale a 0.[footnoteRef:4] [4:  Quando si utilizza un software per calcolare la curtosi del campione, è necessario essere consapevoli di quale convenzione viene seguita. In molti software si usa il termine curtosi anche quando viene calcolata la "curtosi in eccesso". Questo accade con Gretl e con Excel in cui come valore della curtosi viene fornito l’indice centrato kue.] 

Quando si utilizza un software per calcolare la curtosi del campione, è necessario essere consapevoli di quale convenzione viene seguita. In molti software si usa il termine curtosi anche quando viene calcolata la "curtosi in eccesso". Questo accade con Gretl e con Excel in cui come valore della curtosi viene fornito l’indice centrato kue.


Ovviamente ku deve essere positivo e si può dimostrare che deve essere almeno uguale a 1 (eccesso di curtosi -2). In generale, non esiste un limite superiore per la curtosi di una distribuzione di probabilità, e può essere infinito. Tuttavia,  Dalén, ha dimostrato che per esso vale il seguente limite superiore (,Dalén J.,1987,Algebraic bounds on standardized sample moments. Statistics & Probability Letters 5: 329–331). 
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By anyone’s standard, a lifespan of 109 years is a good run. But it is time we put the term “peakedness,” as a descriptor of kurtosis, to rest for good.

We have Karl Pearson to thank for this connection. In (1905) he defined kurtosis as




to measure departure from normality, and coined the terms “leptokurtic,” “mesokurtic,” and
“platykurtic” to indicate cases where kurtosis is > 0, = 0, and < 0 respectively, stating,

“[departure from normality involves a] degree of flat‐toppedness which is greater or less than that of the normal curve. 
Given two frequency distributions which have the same variability as measured by the standard deviation, they may be relatively more or less flat‐topped than the normal curve. If more flat‐topped I term them platykurtic, if less flat‐topped leptokurtic, and if equally flat‐topped mesokurtic.”

[image: ]
Plati, significa “ampio”, lepto significa “sottile”

Since then, numerous articles in statistics journals have appeared concerning the precise interpretation of kurtosis. While many have questioned the notion that kurtosis measures “peakedness” (specific cites given below), most state that the peak is also relevant, perhaps in deference to Pearson. And this is where the problem lies: because even papers in journals such as The American Statistician (TAS) have given a nod to “peakedness” as a descriptor of kurtosis, the incorrect interpretation of kurtosis in terms of peakedness persists.

It is an unfortunate historical error that caused people to think that negative (excess) kurtosis implies a flat-topped” distribution.
Pearson stated it in 1905, Fisher repeated the statement in it classic text, and everyone else repeated the error without even thinking about it. After all, who wanted to disagree whit Pearson and Fisher?
But Pearson and Fisher were wrong. You can have any shape of peak whatsoever when the kurtosis is negative (or positive) – infinitely pointy, flat, bimodal, trimodal, sharply peaked, reverse peaked, or anything else. Examples and three teorems are given in my paper Westfall, PH. “Kurtosis as Peakedness, 1905-2014. R.I.P.”, Am Stat. 68:191-195. 
Né una piccola né una grande curtosi trasmettono informazioni utili sulla forma del picco di una distribuzione. Come ho mostrato, kurtosi dice molto poco sul picco o sul centro di una distribuzione. Pertanto, la curtosi non dovrebbe mai essere definita in termini di picco. Farlo è controproducente per l'obiettivo di promuovere una corretta alfabetizzazione statistica. 

Figure 2. Distributions with identical kurtosis = 2.4: solid = devil’s tower, dashed = triangular, dotted =slip-dress.
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Che cos'è la curtosi (o meglio eccesso di curtosi)?

La curtosi in eccesso è generalmente definita come ku - 3. È una misura di come le code della distribuzione si confrontano con quelle normali. ku in eccesso per la distribuzione normale è 0 (ovvero 3 -3 = 0).
· Un valore positivo equivale a code più pesanti di una distribuzione normale (cioè molti dati nelle code).
·  Un valore negativo equivale a code più leggere di una distribuzione normale (cioè pochi dati nelle code)

Questa pesantezza o leggerezza nelle code di solito significa che la distribuzione di frequenza dei dati sembrano più piatti (o meno piatti) rispetto alla distribuzione normale. La distribuzione normale standardizzata ha una curtosi di 3, quindi se i sono vicini a quello, le code del tuo grafico sono quasi normali. Queste distribuzioni sono chiamate mesocurtiche.



[image: ]

Un'illustrazione della curtosi. Le linee tratteggiate mostrano distribuzioni normali, mentre le linee continue mostrano distribuzioni con eccesso di curtosi positiva (pannello di sinistra) e eccesso di curtosi negativa (pannello di destra).



[image: ][image: ]
La distribuzione a sinistra è leptocurtica, ha un eccesso di curtosi positivo o (code più pesanti rispetto alla distribuzione normale) a destra è platicurtica, ha un eccesso di curtosi molto negativo (senza code).

Un esempio di distribuzione molto platicurtica è la distribuzione uniforme.

Qual è la relazione tra avversione al rischio e preferenza per l'asimmetria e la curtosi nell'ottimizzazione di un investimento (portafoglio)?
Riportiamo al riguardo la risposta fornita da Pej Hamidi , Chief Investment Officer, Alpha Insights. Former Sr. Advisor, Quantitative Trading & WealthTech at Compellon 2016–2018

Gli investitori che sono avversi al rischio (cioè vogliono meno rischi) ottimizzeranno verso una bassa curtosi e asimmetria. Gli investitori che desiderano maggiori rischi ottimizzeranno verso una maggiore asimmetria e curtosi.
Molti (cattivi) modelli finanziari prevedono la performance futura assumendo una distribuzione normale, in cui le tre misure di tendenza centrale sono uguali (media = mediana = moda). Se i dati sono distorti, il modello sottostima il rischio nelle sue previsioni. Più i dati sono distorti, meno accurato è il modello.
Le distribuzioni con grande curtosi mostrano dati di coda superiori a 5 sigma dalla media (maggiore volatilità, maggiore possibilità di mosse estreme). Le distribuzioni con bassa curtosi mostrano dati di coda che sono generalmente meno estremi delle code della distribuzione normale.
Il rischio di curtosi (cioè la curtosi elevata) suggerisce che l’investimento (portafoglio) sperimenterà rendimenti estremi occasionali (positivi o negativi), superiori a 3 sigma dalla media previsti in una distribuzione normale.
Senza rischi non c'è ricompensa. Quindi, se un investitore vuole ottenere dei rendimenti sostanziosi, sarà disponibile ad un'alta kurtosi nei suoi dati e ottimizzerà il suo portafoglio per consentire una maggiore asimmetria / curtosi.
L'asimmetria è usata insieme alla curtosi per prevedere la probabilità che i rendimenti arrivino intorno alle code di una distribuzione di probabilità. Le code rappresentano movimenti estremi (+ o -).
I trader a breve e medio termine guardano sempre agli estremi perché non manterranno una posizione abbastanza a lungo perché la media si risolva da sola.

[image: ]




Su alcune idee sbagliate comuni riguardanti la curtosi
Ulteriori informazioni sulla curtosi possono essere ottenute esaminando alcune idee sbagliate su di essa che appaiono in un certo numero di libri di testo, che vanno da quelli usati in corsi introduttivi a quelli utilizzati nei corsi di laurea avanzati. 
Due errori comuni sono che
 (a) curtosi è definito esclusivamente in termini di peakedness, senza menzionare l'importanza delle code; 
(b) la relazione tra il picco e le code di una distribuzione con curtosi in eccesso è descritta o illustrata in modo errato;

Q-Q PLOT
Aspetto generale:
Ecco come appaiono in media i grafici QQ (per particolari scelte di distribuzione):

[image: ]
Ma la casualità tende a oscurare le cose, specialmente con piccoli campioni:
[image: ]


La non gaussianità è particolarmente evidente quando si considerano rendimenti giornalieri mentre tende a ridursi all’aumentare della aggregazione temporale della serie finanziaria. In altri termini, i dati ad alta frequenza presentano una marcata non gaussianità, mentre per dati a più bassa frequenza (settimanali o mensili) tale non gaussianità e meno evidente.
Le distribuzioni dei rendimenti annuali sono approssimativamente normali. La Figura 4‑9 mostra chiaramente che la distribuzione dei rendimenti ha una parte centrale più stretta e code più grasse rispetto alla distribuzione normale.
[bookmark: _Ref392244983]Figura 4‑10 Indice S & P500: Istogrammi (pannello superiore) e Q-Q  Plot (pannello inferiore) dei rendimenti logaritmici giornalieri, settimanali e mensili nel periodo Gennaio 1985 - Febbraio 2011. La densità normale con la stessa media e la varianza è sovrapposta

[bookmark: _GoBack][image: ]

Questa regolarità empirica era già stata notata da Mandelbrot (1963). La differenza è quantificabile in almeno due modi diversi. In primo luogo, le distribuzioni empiriche dei rendimenti hanno tipicamente un indice di curtosi (momento quarto normalizzato) maggiore di 3 e molto elevato  tipico delle distribuzioni leptocurtiche. Studi empirici hanno evidenziato valori degli indici di curtosi all'incirca nel range 5-100.
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